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ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНЫЕ ГРАФЫ С МАССИВАМИ
ПЕРЕСЕЧЕНИЙ f69; 56; 10; 1; 14; 60g, f74; 54; 15; 1; 9; 60g И
f119; 100; 15; 1; 20; 105g НЕ СУЩЕСТВУЮТ
А.А. МАХНЕВ, М.М. ИСАКОВА, М.С. НИРОВА
Abstract. Distance regular graphs   of diameter 3 for which the graphs
 2 and  3 are strongly regular, studied by M.S. Nirova. For Q-polynomial
graphs with intersection arrays f69; 56; 10; 1; 14; 60g and f119; 100; 15; 1;
20; 105g the graph  3 is strongly regular and does not contain triangles.
Automorphisms of graphs with these intersection arrays were found by
A.A. Makhnev, M.S. Nirova and M.M. Isakova, A.A. Makhnev, respecti-
vely. The graph   with the intersection array f74; 54; 15; 1; 9; 60g also
is Q-polynomial, and  3 is a strongly regular graph with parameters
(630; 111; 12; 21). It is proved in the paper that graphs with intersection
arrays f69; 56; 10; 1; 14; 60g, f74; 54; 15; 1; 9; 60g and f119; 100; 15; 1; 20;
105g do not exist.
Keywords: distance-regular graph, triple intersection numbers.
Введение
Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер.
Если a; b — вершины графа  , то через d(a; b) обозначается расстояние между
a и b, а через  i(a) — подграф графа  , индуцированный множеством вер-
шин, которые находятся на расстоянии i в   от вершины a. Подграф  1(a)
называется окрестностью вершины a и обозначается через [a].
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Если вершины u;w находятся на расстоянии i в  , то через bi(u;w) (че-
рез ci(u;w)) обозначим число вершин в пересечении  i+1(u) (в пересечении
 i 1(u)) с [w]. Граф диаметра d называется дистанционно регулярным с масси-
вом пересечений fb0; :::; bd 1; c1; :::; cdg, если значения bi = bi(u;w) и ci = ci(u;w)
не зависит от выбора вершин u;w на расстоянии i для любого i = 0; 1; :::; d. По-
ложим ai = k bi ci и ki = j i(u)j (значение ki не зависит от выбора вершины
u [1]).
Изучение сильно регулярных графов без треугольников является важной,
но очень трудной задачей. Пусть  является известным сильно регулярным
графом без треугольников. Тогда  —
(1) полный двудольный граф Kk2 (для любого натурального числа k  2
существует единственный граф),
(2) граф Мура с параметрами (k2+1; k; 0; 1), k 2 f2; 3; 7; 57g (для k 2 f2; 3; 7g
существует единственный граф, для k = 57 существование графа неизвестно),
(3) граф с параметрами (16; 5; 0; 2), (56; 10; 0; 2), (77; 16; 0; 4), (100; 22; 0; 6).
Существование графа Мура степени k > 3 равносильно существованию ди-
станционно регулярного графа с массивом пересечений fk 2; k 3; 2; 1; 1; k 3g
(в случае k = 7 получим граф Сильвестра с массивом пересечений f5; 4; 2; 1; 1;
4g) [2].
Пусть   является дистанционно регулярным графом диаметра 3 с собствен-
ными значениями 0 > 1 > 2 > 3. Если 2 =  1, то по предложению 4.2.17
из [1] граф  3 сильно регулярен. Если кроме того граф  3 — сильно регу-
лярный граф без треугольников и число вершин v не больше 800, то   имеет
массив пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g или f119; 100; 15; 1; 20; 105g (при этом
 3 – граф с параметрами (392,46,0,6) и (800,85,0,10) соответственно).
В [3] доказано, что если   является дистанционно регулярным графом диа-
метра 3, графы  2,  3 сильно регулярны и  3 — граф без треугольников с
( 3)  11, то   имеет массив пересечений f(r + 5)((r + 3)2   3)=6; r(r + 3)(r +
8)=6; r+6; 1; (r+3)(r+8)=6; r(r+5)(r+6)=6g, r = 4; 6; 10; 16; 19; 24; 28; 40; 46; 52; 58;
60; 70; 79 или f119; 100; 15; 1; 20; 105g. Для нахождения новых сильно регуляр-
ных графов без треугольников можно попытаться построить граф из заклю-
чения теоремы М.С. Нировой. С этой целью в [4] и [5] были найдены воз-
можные автоморфизмы Q-полиномиальных графов из заключения теоремы
М.С. Нировой, т. е. графов с массивами пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g и
f119; 100; 15; 1; 20; 105g. К сожалению, группы автоморфизмов этих графов ока-
зались небольшими.
Граф   с массивом пересечений f74; 54; 15; 1; 9; 60g также являетсяQ-полино-
миальным, причем  3 – сильно регулярный граф граф с параметрами (630,111,
12,21).
В данной статье изучены графы с массивами пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g,
f74; 54; 15; 1; 9; 60g и f119; 100; 15; 1; 20; 105g.
Теорема. Дистанционно регулярные графы с массивами пересечений
f69; 56; 10; 1; 14; 60g, f74; 54; 15; 1; 9; 60g и f119; 100; 15; 1; 20; 105g не существу-
ют.
Графы из теоремы 1 формально самодуальны. То есть матрицы собственных
значений P и Q совпадают и plij = qlij .
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Доказательство теоремы 1 опирается на вычисление тройных чисел пересе-
чений [6].
Пусть   — дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1; u2; u3 —
вершины графа  , r1; r2; r3 — неотрицательные целые числа, не большие d, тоh
u1u2u3
r1r2r3
i
— число вершин w 2   таких, что d(w; ui) = ri. Числа
h
u1u2u3
r1r2r3
i
назы-
ваются тройными числами пересечений. Для фиксированной тройки вершин
u1; u2; u3 вместо
h
u1u2u3
r1r2r3
i
будем писать [r1r2r3]. В §4 из [6] доказано
Предложение 1. Пусть   — дистанционно регулярный граф диаметра 3,
u; v; w — вершины графа   с d(u; v) = d(v; w) = d(u;w) = 1 и [ijh] =
h
uvw
ijh
i
.
Если [111] = , [333] = , то верны равенства:
(1) [211] = [121] = [112] = p111   1   , [221] = [212] = [122] = p112   [211] =
p112 p111+1+, [332] = [323] = [233] = p133 , [322] = [232] = [223] = p123 p133+,
(2) [222] = p122   [221]  [223] = p122 + p133   p123   p112 + p111   1    .
В §7 из [6] доказано
Предложение 2. Пусть   — дистанционно регулярный граф диаметра 3,
u; v; w — вершины графа   с d(u; v) = d(u;w) = 1; d(v; w) = 2 и [ijh] =
h
uvw
ijh
i
.
Если [111] = , [333] = , то [011] = [102] = [120] = 1 и верны равенства:
(1) [112] = [121] = p111   , [211] = p211   1   , [122] = p112   1   [121] =
p112   p111   1 + , [221] = [212] = p212   [112] = p212   p111 + ,
(2) [332] = [323] = p133   , [233] = p233   , [322] = p132   [323] = p132   p133 + ,
[232] = [223] = p232   [332] = p232   p133 + ,
(3) [222] = p122   [221]  [223] = p122 + p133   p223   p112 + p111     .
1. Предварительные результаты
В этом разделе приведены вспомогательные результаты.
Лемма 1.1. Для чисел пересечений дистанционно регулярного графа с мас-
сивом пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g верны равенства
(1) p111 = 12, p121 = 56, p122 = 180, p132 = 40, p133 = 6;
(2) p211 = 14, p221 = 45, p222 = 200, p231 = 10, p232 = 30, p233 = 6;
(3) p312 = 60, p322 = 180, p331 = 9, p332 = 36, p333 = 0.
Доказательство. Прямые вычисления. 
Лемма 1.2. Для чисел пересечений дистанционно регулярного графа с мас-
сивом пересечений f74; 54; 15; 1; 9; 60g верны равенства
(1) p111 = 19, p121 = 54, p122 = 300, p132 = 90, p133 = 21;
(2) p211 = 9, p221 = 50, p222 = 318, p231 = 15, p232 = 75, p233 = 21;
(3) p312 = 60, p322 = 300, p331 = 14, p332 = 84, p333 = 12.
Доказательство. Прямые вычисления. 
Лемма 1.3. Для чисел пересечений дистанционно регулярного графа с мас-
сивом пересечений f119; 100; 15; 1; 20; 105g верны равенства
(1) p111 = 18, p121 = 100, p122 = 420, p132 = 75, p133 = 10;
(2) p211 = 20, p221 = 84, p222 = 450, p231 = 15, p232 = 60, p233 = 10;
(3) p312 = 105, p322 = 420, p331 = 14, p332 = 70, p333 = 0.
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Доказательство. Прямые вычисления. 
Пусть   — дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1; u2; u3 —
вершины графа  , r1; r2; r3 — неотрицательные целые числа, не большие d,
то
h
u1u2u3
r1r2r3
i
— число вершин w 2   таких, что d(w; ui) = ri. Числа
h
u1u2u3
r1r2r3
i
называются тройными числами пересечений. Для фиксированной тройки вер-
шин u1; u2; u3 вместо
h
u1u2u3
r1r2r3
i
будем писать [r1r2r3]. К сожалению, для чисел
[r1r2r3] нет общих формул. Однако, в [5] предложен метод вычисления некото-
рых чисел [r1r2r3].
Пусть u; v; w — вершины графа  , W = d(u; v); U = d(v; w); V = d(u;w).
Так как имеется точно одна вершина x = u такая, что d(x; u) = 0, то число
[0jh] равно 0 или 1. Отсюда [0jh] = jW hV . Аналогично, [i0h] = iW hU и
[ij0] = iUjV .
Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между
двумя вершинами из fu; v; wg и сосчитав число вершин, находящихся на всех
возможных расстояниях от третьей:Pd
l=1[ljh] = p
U
jh   [0jh],
Pd
l=1[ilh] = p
V
ih   [i0h],
Pd
l=1[ijl] = p
W
ij   [ij0].
При этом некоторые тройки исчезают. При ji  jj > W или i+ j < W имеем
pWij = 0, поэтому [ijh] = 0 для всех h 2 f0; :::; dg.
Положим Sijh(u; v; w) =
Pd
r;s;t=0QriQsjQth

uvw
rst

. Если параметр Крейна
qhij = 0, то по теореме 3 из [6] имеем Sijh(u; v; w) = 0.
2. Граф с массивом пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g
Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g
является Q-полиномиальным с q113 = 0 и его дуальная матрица собственных
значений равна
Q =
0BB@
1 69 276 46
1 13  4  10
1  1  4 4
1  15 24  10
1CCA :
Из предложения 1 и леммы 1.1 следует
Лемма 2.4. Пусть   является дистанционно регулярным графом с массивом
пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g, u; v; w — вершины графа   с d(u; v) = d(v; w) =
d(u;w) = 1 и [ijh] =
h
uvw
ijh
i
. Если [111] = , то верны равенства:
(1) [211] = [121] = [112] = 11   , [221] = [212] = [122] = p112   p111 + 1 +  =
45+, [332] = [323] = [233] = p133  = 6, [322] = [232] = [223] = p123 p133+ = 34,
(2) [222] = p122 + p
1
33   p123   p112 + p111   1     = 101  .
Ввиду равенства S113(u; v; w) = 0 имеем  2744+ 2744 = 0 и  = 1.
Из предложения 2 и леммы 1.1 следует
Лемма 2.5. Пусть   является дистанционно регулярным графом с масси-
вом пересечений f69; 56; 10; 1; 14; 60g, u; v; w — вершины графа   с d(u; v) =
d(u;w) = 1; d(v; w) = 2 и [ijh] =
h
uvw
ijh
i
. Если [111] = , [333] = , то [011] =
[102] = [120] = 1 и верны равенства:
(1) [112] = [121] = p111    = 12   , [211] = p211   1    = 13   , [122] =
p112   p111   1 +  = 43 + , [221] = [212] = p112   p111 +  = 33 + ,
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(2) [332] = [323] = p133    = 6, [233] = p233    = 6, [322] = p132   p133 +  = 34,
[232] = [223] = p232   p133 +  = 24,
(3) [222] = p122 + p
1
33   p223   p112 + p111      = 123  .
Ввиду равенства S113(u; v; w) = 0 имеем  2744+8232 = 0 и  = 3. Из лемм
2.1, 2.2 следует, что граф  = [u] является сильно регулярным с параметрами
(69; 12; 1; 3). Противоречие с тем, что 12  10 6= 56  3.
3. Граф с массивом пересечений f74; 54; 15; 1; 9; 60g
Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений f74; 54; 15; 1; 9; 60g
является Q-полиномиальным с q113 = 0 и его дуальная матрица собственных
значений равна
Q =
0BB@
1 74 444 111
1 20  6  15
1  1  6 6
1  10 24  15
1CCA :
Из предложения 1 и леммы 1.2 следует
Лемма 3.6. Пусть   является дистанционно регулярным графом с массивом
пересечений f74; 54; 15; 1; 9; 60g, u; v; w — вершины графа   с d(u; v) = d(v; w) =
d(u;w) = 1 и [ijh] =
h
uvw
ijh
i
. Если [111] = , [333] = , то верны равенства:
(1) [211] = [121] = [112] = 18   , [221] = [212] = [122] = p112   p111 + 1 +  =
36 + , [332] = [323] = [233] = p133    = 21   , [322] = [232] = [223] =
p123   p133 +  = 69 + ,
(2) [222] = p122 + p
1
33   p123   p112 + p111   1     = 195    .
Ввиду равенства S113(u; v; w) = 0 имеем  9261   1701 + 59535 = 0,  =
35  49=9 и  = 0;  = 35. Противоречие с тем, что [332] = 21  .
4. Граф с массивом пересечений f119; 100; 15; 1; 20; 105g
Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений f119; 100; 15; 1; 20;
105g является Q-полиномиальным графом с q113 = 0 и его дуальная матрица
собственных значений равна
Q =
0BB@
1 119 595 85
1 19  5  15
1  1  5 5
1  21 35  15
1CCA :
Из предложения 1 и леммы 1.3 следует
Лемма 4.7. Пусть   является дистанционно регулярным графом с массивом
пересечений f119; 100; 15; 1; 20;
105g, u; v; w — вершины графа   с d(u; v) = d(v; w) = d(u;w) = 1 и [ijh] =h
uvw
ijh
i
. Если [111] = , то верны равенства:
(1) [211] = [121] = [112] = 17 , [221] = [212] = [122] = p112 p111+1+ = 83+
, [332] = [323] = [233] = p133    = 10, [322] = [232] = [223] = p123   p133 +  = 65,
(2) [222] = p122 + p
1
33   p123   p112 + p111   1     = 272  .
Ввиду равенства S113(u; v; w) = 0 имеем  8000+ 16000 = 0 и  = 2.
Из предложения 2 и леммы 1.3 следует
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Лемма 4.8. Пусть   является дистанционно регулярным графом с масси-
вом пересечений f119; 100; 15; 1; 20; 105g, u; v; w — вершины графа   с d(u; v) =
d(u;w) = 1; d(v; w) = 2 и [ijh] =
h
uvw
ijh
i
. Если [111] = , [333] = , то [011] =
[102] = [120] = 1 и верны равенства:
(1) [112] = [121] = p111    = 18   , [211] = p211   1    = 19   , [122] =
p112   p111   1 +  = 81 + , [213] = [231] = p213   [013] = 15, [221] = [212] =
p112   [201]  [211]  [231] = 66 + ,
(2) [332] = [323] = p133  = 10, [233] = p233  = 10, [322] = p132 p133+ = 65,
[232] = [223] = p232   p133 +  = 50,
(3) [222] = p122   [221]  [223] = 420  66    50 = 304  .
Ввиду равенства S113(u; v; w) = 0 имеем  8000+32000 = 0 и  = 4. Из лемм
4.1, 4.2 следует, что граф  = [u] является сильно регулярным с параметрами
(119; 18; 2; 4). Противоречие с тем, что 18  15 6= 100  4.
Теорема доказана.
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